Capitulo OPERATORIA ALGEBRAICA

4

Al-Juarismi, matematico de origen persa que
vivié en el siglo IX, desarroll6 el Algebra, rama de
la Mateméatica que generaliza la Aritmética, cuyo
estudio son los niimeros y sus operaciones

CONCEPTOS CLAVES .

> Factor o divisor > Ecuacion de primer grado
> Productos notables > Sistemas de ecuaciones

> Factorizacion
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C/J PRODUCTOS NOTABLES

Los productos notables mas importantes son los siguientes:

Suma por su diferencia (a+b)a-b)=a*-b?

Cuadrado de binomio (a+b)?=a*+2ab+b?;(a-b)>=a*-2ab+b?

Producto de binomios con término comtuin (ax + b)(ax + ¢) = (ax)? + (b + c)ax + bc

Cuadrado de trinomio (a+b+c)’=a’+b*+c?+ 2ab + 2bc + 2ac

Cubo de binomio (a+h)*=a°+3a’h +3ab’+b’; (a - b)’=a° - 3a’b + 3ab’ - b*

Visualizacion geométrica de algunos productos notables:

* Cuadrado de binomio: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2

El cuadrado de lado a + b se ha dividido en cuatro @ @ a
sectores cuyas dreas son las siguientes: a+b
Area 1: a2 Area 2: ab, Area 3: ab, Area 4: b2,
Por lo tanto: (a + b)? = a% + ab + ab + b?, de donde @ @ b
se concluye que (a + b)? = a2 + 2ab + b2.

a b

* Suma por su diferencia: (a + b)(a - b) = a2 - b2

En la figura de la izquierda se tienen dos cuadrados de lados a y b respectivamente.
Si esta figura se recorta, se puede formar el rectangulo de la derecha, cuyos lados son (a +b) y (a - b).
Por lo tanto el &rea sombreada de la izquierda: a2 - b2 es igual al drea del rectdngulo de la

derecha (a + b)(a - b), por lo tanto (a + b)(a - b) = a2 - b2.

— a-b —

I |
a b a
a
5 a b
b b
b — a-b —

* Cubo de binomio: (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab? + b?

El cubo de arista (a + b) de la figura, se ha dividido en 8 cuerpos, los
volimenes de cada uno de ellos son los siguientes:

V1 = a3 V2 =a2b, V3 =ab? V4 =a2b,V5=a2b, V6 =ab? V7 =b3y V8 =ab2
La suma de los 8 volimenes seria igual al volumen del cubo inicial

que es (a +b)3, con lo que se concluye que (a +b)? = a3 + 3a2b + 3ab? + b3
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\W FACTORIZACION

La factorizacion consiste en expresar sumas y restas en productos.

Las factorizaciones que mas se utilizan son las siguientes:

Diferencia de cuadrados a2-b%2=(a+h)(a-b)

Factorizacién de trinomio cuadratico x2+bx+c=(x+p)(x+q),conp+g=bypg=c
Suma de cubos a®+bd=(a+b)(a-ab+b?

Diferencia de cubos a% - b3 =(a-b)@z+ab+hb?

“/ ECUACION DE PRIMER GRADO

- . . b
Supongamos que tenemos la ecuacion de primer grado ax—b = 0, al despejar x, obtenemos que x = —, entonces tenemos
a

tres casos:

Sia#0yb=0,entonces x = 0.
Sia 20, entonces x tiene una Unica solucion.

. Sia=b =0, entonces x tiene infinitas soluciones.

\‘/‘ SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas es de la forma:

ax+by=c . .
st by | donde a, b, ¢, a', by ¢’ son nimeros reales y x e y son las soluciones.
ax+by=c

Al encontrar las soluciones para “x"y para "y" lo que estamos encontrando es el punto donde se intersectan las
rectas cuyas ecuaciones son las que aparecen en el sistema.
En el siguiente capitulo veremos los métodos de reduccion, igualacion y sustitucion que permiten resolver este tipo de

sistemas.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sia-2b+3=0,entoncesa’+4b’—3a +6b—4ab =

A) -18
B) 0
C) 15
D) 18
Solucion:

La expresion dada, la podemos factorizar por agrupacion, para ello la ordenamos conveniente:

a’— 4ab + 4b” - 3a + 6b, los tres primeros términos corresponden al desarrollo de un cuadrado de binomio:
a’—4ab + 4b”= (a — 2b)’, mientras que la expresion restante: -3a + 6b, la podemos factorizar por -3, lo que
nos queda -3(a — 2h).

Entonces, a’— 4ab + 4b’- 3a + 6b = (a — 2b)*= 3(a — 2b), pero a — 2b + 3 = 0, 0 equivalentemente a — 2b = -3,

reemplazando este valor en (a — 2b)’— 3(a — 2b), se obtiene (-3)’=3- -3 =18

2. Lafigura esta formada por dos cuadrados de lados a 'y b y dos rectdngulos sombreados.
¢Cual de las siguientes expresiones NO corresponde al area sombreada?

A) (@+b)’- (@ +b)
B) 2(a+b)b—2b°
b
C) 2a(a+h)-a’
D) (a+b)’—(a-b)
2
—a—
Solucion:

. , 2 . .
Observa que los lados del cuadrado grande miden a+b, por lo que su érea es (a+b)" y si a esta area le restamos

las areas de los cuadrados blancos obtenemos el drea sombreada, entonces

area sombreada = (a +b)’ —a’ — b’ = (a + b)* — (a"+ b”) luego A) es verdadera.

Observa que el area de la figura sombreada corresponde al area de dos rectangulos de lados a y b, luego su

area es 2ab, esto lo ocuparemos para analizar cual de las alternativas nos conducen a este valor.
En B) si desarrollamos la expresion 2(a + b)b — 2b? = 2ab + 2b* — 2b* = 2ab, luego es correcta.

En C) si desarrollamos 2a(a + b) — a” = 2a” + 2ab — a’ = @’ + 2ab, como esto no es equivalente a 2ab, esta

alternativa no corresponde al &rea sombreada.

Ahora desarrollaremos la expresion de la alternativa D)

(@a+h)?-(a-h)? :a2+2ab+b2—(a2—2ab+b2)

5 5 =2ab lo que corresponde al area sombreada.
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3.

¢Cudl de las siguientes expresiones NO es un factor de (a - b)’ + 2b(a - b)*?

A) ab

B) a+b
C) a-b
D) a’—b’
Solucioén:

La expresion (a - b)*+ 2b(a - b)’, se puede factorizar por el factor comun (a - b)”, entonces nos queda:
(a-b)*(a-b+2b)=(a-b)(a+h), observa que esta tltima expresidn tiene como factores o divisores a
las siguientes expresiones: (a - b), (a +b) o (a - b)(a + b) = a’~ b’, sin embargo ab no es uno de los factores,

luego la alternativa A) no es un factor de la expresion dada.

Las aristas de dos cubos miden respectivamente (a+b) y (a-b) unidades.

¢Cudl es la diferencia, en ese orden, en unidades cubicas, entre sus volimenes?

Solucion:

El volumen de cubo de arista a es a®, por lo tanto el volumen del primer cubo es (a + b)?,
segun el producto notable de un cubo de binomio, tenemos que

(a+b)® =a®+ 3a’b + 3ab? + b mientras que el volumen del segundo cubo es

(a—b)® =a®-3a’b + 3ab® - b?, restando ambos volimenes, tenemos:

(a+b)®—(a—Db)®*= a®+3a%b + 3ab? + b® - (a® - 3a%b + 3ab? - b®) = 6a’b + 2b*® = 2b(3a* + b?).

. . . . +1)-2q(y+3)=14
Si(1,-2) es solucion del sistema de ecuaciones pix+1)-2ay+3) ,entoncesp+q=
p(x+2)+q(y—2) =26

A) -7
B) -3
C) 5
D)
Solucion:

Si reemplazamos x por 1 ey por -2 en el sistema de ecuaciones, obtenemos:

2p-2q=14 . . ., .
30 4a< 26! multiplicamos la primera ecuacion por -2 (para que los coeficientes de g queden opuestos):
p—4q=

-4p +4q=-28 . g
3 P . g o6 | sumando ambas ecuaciones, obtenemos p = 2, reemplazando en la segunda ecuacion se
p-4q=

tiene que 6 — 4q = 26 — q = -5, entonces p + g = -3, respuesta B).
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